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Integral definida F, 


Simbologia e nomenclatura 


r limite superior 


b m integrand 
Sinal de O 
integrará f (x) dx 
5 a Ls variável de 
l s limito integração 
inferior 


Interpretação geométrica 


Propriedades da integral definida i, 
1) Se a existir no domínio da f, então: 
| Road = 

2) Se f for integrável em [a, b], então: 

b a 

| roa=-| rua 

a b 

3) Se c for uma constante, entáo: 


b 
f cdx=c(b-—a) 


sra 


Propriedades da integral definida y) 


% Apoio em 


4) Se f for integrávelem [a,b] e c for uma constante, então: 


f fa = e | Fax 


a 


5) Se f e g forem integráveis em [a, b], então a integral da soma/diferença é 
igual a soma/diferenca das integrais: 


b b b 
f 160 + gdr = | fods | g(x)dx 


6) Se f for integrável em um intervalo fechado contendo os três pontosa, b ec, 
então 


Proa = f fax + f Foa 


ó AM 


Antiderivada $, 


Apoio em Y? 


Definição: Seja f uma função definida num intervalo [a, b]. Uma antiderivada 
de f em [a,b] é uma função F definida em [a, b], tal que F'(x) = f(x) para 
todo x € la, bi 


Exemplo: Determine uma antiderivada para a função f(x) = 12x? + 2x. 


Solução: Uma antiderivada para a função f dada é: 
F(x) = 4x? + x? 
Pois 
F'() = (4x3 + x2)! = 12x? + 2x. 
Note que outras antiderivadas para a função f são dadas por: 
F(x) = 4x3 +x? +5 F(x) = 4x? + x? — 100 F;(x) = 4x3 +x? + me 
Mais precisamente, f possui infinitas antiderivadas, todas da forma: 


F(x) = 4x? +x? +C 


onde C é uma constante. 


Antiderivada 


ota 


e: (Y al ) 4 
A 


Antiderivada de algumas funções elementares 


Função 
f(x) = k 
f(x) = x” 

(n + —1) 

1 
f(x) = y 
AS eo ipa 
TO ~ Sin 
fx) =e” 


Antiderivada 


F(x) = kx +C 


n+1 


Px) = +C 


n+1 


F(x) = In|x| +C 


F(x) = sinx + C 


F(x) = —cosx + C 


F(x)=e*%*+C 


Justificativa 


(kx +C)'=k 


1 
l C) =-= 
(ne +0) => 
(sinx +C)' = cosx 


(— cosx + C) = sinx 


(e*+C)'=e* 


Teorema Fundamental do Cálculo W, 


Teorema Fundamental do Cálculo — Parte 1 : Se f for contínua em [a,b], então 
f tem uma antiderivada em [a, b]. Então a função F definida por 


X 
FG) = | fue 
a 
é uma antiderivada de f emla, b]; isto é, F'(x) = f(x) para cada x € [a, b]. 


Além disso, F é contínua em [a, b] e diferenciávelem (a, b). 


Na notação de Leibniz, o Teorema acima afirma que 


e | rea _ F “A derivada é a operação 
a 


inversa da integral, e 
vice-versa”. 


Teorema Fundamental do Cálculo e, 
Exemplo: Calcule a derivada das seguintes funções: 

x y 
(a) F(x) = f cost dt (b) G(y) = | (s2+2s — 1)ds 

0 0 


Solução: Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo — Parte 01, temos: 


(a) F'(x) = / cost dt = o 
0 


y r 
(b) G'(y) = / (52425 ds] =y2+2y-1 
0 


Exemplo: Calcule a seguinte derivada: 


d X 
=||, tanw dv] 


Solução: Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo — Parte 01, temos: 


d XxX 
=|) tanw dw! =a 
dx |), 


Teorema Fundamental do Cálculo F, 


Exemplo: Calcule a seguinte derivada: 


= | | E 


Solução: Note que, neste caso, o limite superior não é x, mas x?. 


Portanto, utiliza-se a regra da cadeia no cálculo da derivada, da seguinte 
forma: 


x2 
y= f Vtdt œ ü= 
1 
Portanto, utilizando a regra da cadeia, temos: 


ay dy duna e du du 
— Z — 60 E == — = O a 
dx du dx du / via] dx 5 dx 


= 23. OSTE N EE 


sra 


Teorema Fundamental do Cálculo y) 


% Apoio em 


Teorema Fundamental do Cálculo — Parte 2 
Se f é contínua em [a, b] e se F é uma antiderivada de f em (a, b), então: 


b 
| regar = FÆ) -F 


Ou seja, Antiderivada de f calculada 
no limite superior 


b 
| regar = r() -F 


| Antiderivada de f calculada 


no limite inferior 


Notação: É comum se escrever o Teorema acima de uma forma mais 


resumida: 
onde 


b b 
f f(x)dx = F o Fo], = FO) — F(a) 
a a 


Teorema Fundamental do Cálculo a, 


Exemplo: Calcule as seguintes integrais definidas: 


5 TU V7 1 
a) f xdx o) f cos y dy of (2s + 3)ds af (t3 — /t)dt 
—2 5 -1 0 


Solução: Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo — Parte 2, temos: 


2|º 2 o a. 
(a) | i Al OS (22) 
—2 


2 OD DR 


T 
o TT 
(b) i cos y dy anf a G 
2 2 


V7 24⁄7 


v7 v7 £ 
(c) Í (s+3)ds =2 | sds +3 | ds = 
= =1 


-1 
= (1D? (=D? 
E DD 


+35] 
=i 


)es(7+a) =7-1+3/7+3 =3(3+7). 


Teorema Fundamental do Cálculo F, 
i i i Vo at dl 
(a) [e -voa =| tat- | Vtdt =| —3 

0 0 0 0 2 


E 12 


(0 on (aw) 12 s 
X4 4 É : 4 3 12 


Exercicios Propostos 


Exercícios g ; 


1) Aplicando o TFC-1, encontre as seguintes derivadas: 


d a [luv 
a E| ed e) y = t + vt dt 


d |(* 1x 
o) =|) VEFE dt ny=| arctant dt 
0 2 
d | pa 
9 =|| Vt? + 1dt 
dx |), 


d tan x 1 X 1 
d) — —— = — — 
a / a h) y ¡rs 


Exercícios 


2) Calcule as seguintes integrais definidas aplicando o TFC— 2: 


3 
a) f x?dx 
2 


2 
b) d 
f i xX 
Z 
c) | (6x- 2)d 
| (ox dx 


0) | ax 


3 
e) | (3x? — 4)dx 
1 


3 2 
nf e*dx o | (1 + 2y)*dy 
1 1 
6 { 3 
8) | -dx Ji [2x — 1ldx 
3 X —2 
TT 
27T 4 
n| cos 6 de m | 3 sec? x dx 
TU 0 


4 
J (5 — 2t — 3t?)dt 
1 


143 
J -zát 
1 t 


Respostas 


Exercício 1: 

a) Resp.: x3 

b) Resp.: 4 + x6 

C) Resp.: 3x? /x6+ 1 


d) Resp.: 1 


e) Resp.: y' = [tan x + ytan x sec? x 


1/ 

arctan 

f) Resp.: y' = ia x) 
a 3(1 — 3x)’ 

8) Resp.:y' = 1+ (1 3x)? 

2 
h sr = 
) Arpa 3+x? 


Exercício 2: 


19 


b) 2:3 
C) R:7 

d) r: Ž 
e) R:18 
mee 
g) R:In2 
h)R:0 


1) R: -63 


Monitorias!! Bo 
Não esqueça de procurar os monitores do 


GAMA para melhor esclarecer suas dúvidas!! 


Os horários e locais de monitorias podem se encontrados na página do Projeto: 


http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/ 


Não deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso 
as nossas vídeo-aulas: 


https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6Ji k39- GDA3iQ/playlists 


O GAMA possui monitorias de: 


O Pré-cálculo e Matemática Elementar (e disciplinas equivalentes) 
O ALGA- Álgebra Linear e Geometria Analítica (e disciplinas equivalentes) 
O Cálculo 1, Cálculo 1A e Cálculo I (e disciplinas equivalentes) 


Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo 
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 
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Método da substituição F, 


Seja F uma antiderivada de f (ou seja, F” = f) e suponha que a 
função composta F(g(x)) seja derivável. Então, pela regra da cadeia, tem-se: 


(F(96))) = FUO) = F 
Na forma integral 
f AOO) dr = Peg) + C 
Fazendo a seguinte mudança de variável 


du 


u = g(x tã 
g(x) então qe = s'o) 


Podemos reescrever da seguinte forma 
rea = | faddu = F(u)+C =F(g (09) +C 
u du u 


método da substituição para integral indefinida 


y o o PJ Gu 
Método da substituição O, 
Exemplo: Calcule as seguintes integrais usando o método da substituição: 
(a) | e?* dx (b) = a (c) | ——dt 
sento V1+2t? 
Solução: Substituição di ú = 
u= Z% du = 2dx —> dx = — 
~ 2x 
du 1 lo eu e 
= =- => = — +C =— +C 
a) | e? dx = [0 5 | edu 72 +C 7 + > 


cosÓ du 
of E 540 = |G = | udu ET, +C=-csco+C 
u u sin 6 


i Substituição | ias 


u=sin9 du = cos d0 


t 1 du 1f a 1 V1 + 2t? 
oft = =% sfe 2du = -yu + C = ————— +C 
V1+2t? yus 4 A o 
| Substituição 


du 
u = 1 + 2t? du = 4tdt => tdt = u=1+2t? 


Método da substituição e, 


Exemplo: Calcule a integral 

| sin? x cos? x dx 
Solução: cos? x + sinx =1 => sin?x = 1 — cos? x 
f sin? x cos? x dx = | sin x (sin? x)? cos? x dx 


= | sin x(1 — cos? x)? cos? x dx = | sin x cos? x (1 — 2 cos? x + cos! x)dx 


= f sinx (cos? x — 2 cost x + cos x) dx = - fa? — 2u* + uô) du 
| | E Substituicáo du = — sinx dx 
u = cosx js 


— du =sinx dx 
2 4 6 1 2 5 1 
= — | u? du +2 | ut du- | u du =ou Cu + Ga su tE 


onde 


1 3 2 5 1 7 
= — 7 COS x + — cos x — COS x+C€ G+G+GG=C 


5 


oPMa 


Método da substituição — Integral definida F, 


Lembre que um método muito útil para resolver algumas integrais é o 
método da substituição. 


Para utilizar o método da substituição em integrais definidas é necessário 
realizar algumas adequações nos limites de integração 
Adequação no limite superior 


= x=b => u=g(b) 


b g(b) 
rascar f feodau 
i a g(a) 
u = g(x) | Adequação no limite inferior 


Substituição aa u= gi 


b g(b 
| FOW) dx= [ o Odu = Fem] y = FO) -FUO 
a g(a 


Estamos supondo que g’ é contínua em [a, b] e que f é contínua na imagem de u = g(x) 


oPMa 


Método da substituição — Integral definida w, 


caa 


Exemplo: Calcule a seguinte integral definida 


2 
f (x + 2)°dx 
1 


fazendo uma substituição conveniente e ajustando os limites de integração. 


Solução: Neste caso, teremos: 
ooo — u=g(2)=2+2=4 


E (x + 2)ºdx = [f wdu = E] = = (478 — (3)º*] = 
1 3 

Substituição E 
u=g(x)=x+2 du = dx 


Adequacáo no limite superior 


2o 
6 


Adequação no limite inferior 
x=1 => u=g9()=1+2=3 


Observação: Uma forma de resolver uma integral definida utilizando o 
método da substituição, sem modificar limites de integração, é a seguinte: 


1) Resolva a integral indefinida utilizando o método da substituição. 


2) Volte na variável original e substitua os limites da integral inicial. 


oPMa 


Método da substituição — Integral definida, o, 


qaa 


Exemplo: Calcule a seguinte integral definida 
2 
| x(x? + 1) dx 
0 


Solução 1: Fazendo uma substituição conveniente e ajustando os limites de 
integração, teremos: 


E 2 Aau 1 
RI de= — => | u du =2=|= 5)* — (1)*]= 78. 
[xr rota Efe du A ¿[6 (09 


| Substituicáo d Novos limites: 


u 
u=x?*?+1 du = 2xdx => xdx => x=0=>u=1 


x=2>u=5 
Solucáo 2: Primeiro resolvemos a integral indefinida: 


du 1 oA 1 
2 11d -| =>) 3 = =-|—|=-— 4 == 2 4 
xa + 1)ºdx u-z =3]Y du a gu a (x + 1) 


Substituindo os limites de integração: 
2 


[re + 1Ddx = E (x2 + 1º] = 


1 
=2[625- 1] = — =78 
TE 


Exercicios Propostos 


Exercícios 


1) o as seguintes integrais: 


a[ da 


a 


il 
(c) | sin(37t)dt 
0 


TT 
A 
a f (1 +tant)3.sec2t dt 
0 
3 
e) | x. |x? — 4|dx 
0 


1 
(f) | y.(y? + 1)? dy 
0 


Exercícios g ; 


2) Calcule as seguintes integrais utilizando o método da substituição: 


aofa nri 


of eds 


dx 
(c) | x (lnx) 
af 2x1 + x2dx 


a 


oyi 2sin(y) /1+cos(y)dy 


Exercícios 


3) Encontre as integrais indefinidas: 


cos 3u 
(a) | "un 
V1-2sin3u 


of vt cos Jt3dt 


ofe cot? 0 — 3 tan? 0)d0 


1 + cot?z) cot z 
(e) CO a 


CSCZ 


3 tan 8 — 4 cos? 0 
(f) [= do 
cos O 


Exercícios 8), 


4) Calcule a integral 


Par — 1dx 
por dois métodos: 
(a) u=x-—1 (b)u =vx-— 1 


5) Calcule as integrais por meio da substituicáo indefinida: 


af xe + 1)/4 — 2x? — x*dx 
(1 + x) 
of —— do 


Exercícios 


6) Calcule as integrais por meio da substituição indefinida 


a) cosóx dx 

of sinx cos? x dx 
(c) | sinso cos”0 do 
a) | tgºx sectx dx 


e) | tg”0 sec” 6 d0 


Respostas 
Exercício 1: 
a) Resp.: 2.(e* — 1) 
b) Resp.: = 
c) Resp.: Sn 
Resp E 
d) a 
41 
e) Resp.: FR 
f) Resp.: 


ER 0 q 
AA 
Exercício 2: 
In v)? 
a) o 2 +C 
es 
Resp.: — 
b) esp.:— +C 
1 
C Resp.: — C 
) Ro nx" 
d) 2 2 yl 
Resp.: za +1)/2+C 
Resp.: “a ys+la Ne+C 
e) esp.: z r 3 r 
f : Y 
Resp.:— 5 (1 + cos y) 3+C 


Respostas 


Exercício 3: 


1 

a) Resp.:—qvl—2Zsin3u +C 
2º. 

b) Resp. :3siny/t? + G 
c) Resp.:—2cot0 —3tan0 +0 +C 
d) Resp.:— o +x+C 

< 
e) Resp.:—cscz+ C 


f) Resp.:3secO — 4sing +C 


gras 
(08), 
Nisso! 


Exercício 4: 


Resp.: “(x — 17 +30 17 +56 - 1) +C 


Exercício 5: 


pl 
a) Resp.: =o AE 


1 
b) Resp.:5 (1 +x) +C 


Respostas 


Exercício 6: 


a) Resp.: 


b) Resp.: 


c) Resp. : 


d) Resp.: 


e) Resp.: 


| La 
sin x =gsn x+C 


costa + É cost — =c087%+C 
E Se Xx Re X idad X 


| 2 j} 
7 sin?8 - y sin’ + qasin o +C 


l igx + Ztg9x +0 
E 


1 Z 1 
ygs" 8 = g8ec?8 + zsec70 +C 


grata 


2 (0 Fi 
Ve A 


a aa 


Monitorias!! Bo 
Não esqueça de procurar os monitores do 


GAMA para melhor esclarecer suas dúvidas!! 


Os horários e locais de monitorias podem se encontrados na página do Projeto: 


http://wp.ufpel.edu.br/projetogama/ 


Não deixe de visitar e se inscrever em nosso canal no YouTube para ter acesso 
as nossas vídeo-aulas: 


https://www.youtube.com/channel/UCB3NUeew6Ji k39- GDA3iQ/playlists 


O GAMA possui monitorias de: 


O Pré-cálculo e Matemática Elementar (e disciplinas equivalentes) 
O ALGA- Álgebra Linear e Geometria Analítica (e disciplinas equivalentes) 
O Cálculo 1, Cálculo 1A e Cálculo I (e disciplinas equivalentes) 


Certificado de 20 horas para quem procurar a monitoria do GAMA por pelo 
menos 15 vezes dentro do mesmo semestre letivo. 


Universidade Federal de Pelotas 
Instituto de Física e Matemática 


Pró-reitoria de Ensino 


Atividades de Reforço em Cálculo 


Módulo de 


Integrais 


Aula 03 


Projeto 


GAMA 


Grupo de Apoio em 
Matemática 


PM 


Integração por partes a) 


Estudaremos a seguir uma importante ferramenta no cálculo de algumas 
integrais, chamada de método da integração por partes. 


Lembre que, a regra da derivada do produto nos diz que se f e g sáo 
duas funções deriváveis em relação a variável x, e digamos que 


u=f(x) e v=g(x) 
então 


Derivada 


AR l, . A 
(u v) UI do produto 


Lembrando que a integral e a derivada são operações inversas uma da 
outra, e que a integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos: 


uv= | v-du+ | uav 


Portanto, chegamos na fórmula de integração por partes: 


fudo=uv- | vau 


Integração por partes F, 


Observações Importantes: 
1) Note que, durante este processo, se obtém uma nova integral. 


fudo=uv- | vau 


psi >>>) 
Integral dada Integral obtida 


O método de integração por partes se torna eficiente quando a integral 
obtida é mais simples do que a integral dada. 


2) Em termos das funções f e g, o método de integração por partes fica escrito 
da seguinte forma: 


fre - g (x)dx = f(x) - g(x) - f 909 : f'(x)dx 
Su dv pera Y Y du 
3) O método de integracáo por partes para integrais definidas é dado por: 


b TOR. 
| F gdr = 109 ION -S IO Oax 


Integração por partes ÓN, 
a) fx -cosx dx b) f ¿mear 
1 
Solução: 
El Jr. cosxdx = x-sinx- [sinxax =x- sinx EOS FC. 


Ti du dx dv = cosxdx = v = Í cosxdx œ> v=sinx 


e 


1 e 
-5f t?dt 
1 1 


1 
u=lnt — du=-dt dv=? dt => v= [dt > v =E 


l e Es a) - 2 


e tê 
(b) | ¿nta = Int — 
1 3 


á et3 1 3 
|”: tnt 
— . t 
NE 3 


_ e-lne nto 


Do & 3 9 


cMa 
d 
Regra do LIATE 0) 
Na regra de integracáo por partes, precisamos escolher u e dv de 
maneira conveniente. 
Uma boa sugestáo para a escolha de u é conhecida como regra do 


LIATE 


que funciona da seguinte 
forma: 


Loranmia (u = In x, u = log, x, etc...) 


era Trigonométrica (u = arcsin x, u = arccos x, arctan x, etc...) 
PARE (u = x”, u = yx, funções polinomiais, funções racionais, etc...) 
F riconomemea (u = sin x, u = cos x, u = tan x, etc...) 

E porna (u =e*, u = 2*, etc...) 


Observação: A regra do LIATE fornece apenas uma SUGESTÃO. 
Não é garantia de que esta escolha de u será a mais eficiente!! 


Integração por partes O, 


Exemplo: Calcule a seguinte integral: 


ER 


E ela 
E Funcáo exponencial 


Funcáo algébrica 


Solução: Note que 


De acordo com a regra do LIATE, temos: 


3X 
e 
u=x => du = dx dv = e t dx = p= | da v=E 
Portanto 
3x 3x 3X 
e e e 
3X = 3x 
x et dx= x— — dx =x% -5e dx 
f 3 | 3 3 
1 1e3x pax 
==xe% --— 4C=-xe*-— + C 


Integração por partes A) 
Exemplo: Calcule a seguinte integral: 
Je + 1) - cost dt 


Solução: Note que 
fc + 1) - cost dt 
koi Função trigonométrica 
Função algébrica 
De acordo com a regra do LIATE, temos: 
u = t? +1 = du = 2tdt dv = cost dt = v = sint 


Portanto 
| (+ cost dt = (t? +1) -sint —2 | esinede (1) 


Note que, podemos novamente utilizar o método da integração por 
partes para resolver a integral 


f tsintat 


~ UA 
Integração por partes O) 
Continuação... 
| t sin t dt 
| Ls Função trigonométrica 
Função algébrica 
De acordo com a regra do LIATE, temos: 
u=t = du=dt dv = sint dt => v = — cost 
Portanto 


f tsintat =t-(—cost) — Je cos t)dt 


= —t -cost + | costdt = —t-cost+sint (2) 
De (1) e (2) obtemos 
[e +1) cose dt = (t? +1) - sint — 2(—t - cost + sint) + C 


= (t? + 1) -sint + 2t - cost — 2sint + C 


Integração por partes O, 
Observacáo: Do exemplo anterior, obtivemos: 

[e + 1) - cost dt = (t? + 1) -sint + 2t -cost-2sint+C. 

Depois de resolver uma integral indefinida, pode ser importante “tirar a 
prova real” para saber se seus cálculos estáo corretos! 

Lembre que a derivada da resposta deve ser igual ao integrando!! 
No exemplo acima, como 
[(t? + 1) -sint + 2t - cost — 2sint+C)' 
= [(t? + 1) -sint]' +2[t - cost] — 2[sint]! + C' 
= 2t - sint + (t? + 1) - cost + 2(cost — t - sin t) — 2cost 


= 2t - sint + (t? + 1) - cost + 2 cost — 2t - sint — 2 cost = (t? + 1) - cost 


temos então a certeza de que a resposta encontrada está correta! 


Exercicios Propostos 


Exercícios 


1) Calcule as seguintes integrais: 


a) | In(2x + 1) dx 
b) | x? cos 3x dx 


af e?? sin30 de 


2) Calcule as seguintes integrais: 


2 
af x?e* dx 
0 


"a 
of e%* sin 4x dx 
0 


a) [ae 

1 F 
e 

e) | sin 3y cos y dy 
0 


2 
(f) | xe?“ dx 
0 


Exercícios 


3) Calcule as seguintes integrais: 


T/g 
a) | sinº2x cos 2x dx 
0 
1 
o) | x2(1 + 2x3) dx 
0 
é 2 
of xe * dx 
0 
> 1 
x 
(d) [ = dx 
is E 


dE 
e) f tg" x sectx dx 
0 


3% 
(f) sin 
“h 


5x cos?x dx 


E 

e) | sin3x cos5x dx 
0 

lh) IN ade 
o V16— x? 


313 dx 


(i) E- A 
3 x2V9+x2 


Respostas 


Exercício 1: 


1 
a) Resp.: (2x + DIn(2x+1)—-x+C 


1 
C) Resp.: 3 a sin30 — 3 cos 30) + C 


Exercício 2: 


a) Resp.: 2(e* — 1) 
b) Resp.: 
C) Resp.: 


E 3 
d .:———ln2 
) Resp 3-3 n 


R u 
e) esp.: Tg 


1 
f) Resp. :7 Ge? +1) 


Exercício 3: 


a) Resp.: — 
b) Resp.: — 

C) Resp.: > -— 
d) Resp.: e — ye 
e) Resp.: — 
f) Resp.: == 


g) Resp.: =(V2- 1) 


128 
h) Resp.: EN 243 


2 
1) Resp.: E — 3) 
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Área entre curvas O), 


Definição: A área A da região limitada pelas curvas y = f(x) e y = g(x) e 
pelas retas x = a ex = b, onde f e g são contínuas e f(x) > g(x), para todo 
x E [a,b] é: 


b 
A= | [f69- glas 


Observacáo: Antes de calcular a área, pode ser 
importante esboçar os gráficos das funções f e 
g para identificar qual função delimita a área 
superiormente (função de cima) e qual delimita 
a área inferiormente (função de baixo): 


b 
A= | FO- gwd 


= 


Função Função 
de cima de baixo 


Área entre curvas O), 


Exemplo: Calcule a área compreendida pelas curvas f(x) = —x? +2x +1 e 
g(x) = xº e pelas retas r= 0ex= 1. 


Gráficos 


Solução: Neste caso, temos: 


b 
A= | 116) -gd 


1 
= | [-x? + 2x + 1-x?ldx 
0 


1 
= | [-2x? + 2x + 1]dx 
0 


43 x? 1 
-| 2-7 t + 
f(x) =-x?+2x+1 Função de cima 
==-=+14+1=-=-+2== 44 g(x) = x? Função de baixo 


3 Limites de integração: a=0 b=1 


Área entre curvas 


Observação: Quando for necessário calcular a 
área entre os gráficos das funções f e g, pode 
ser necessário encontrar os extremos a e b 
resolvendo o sistema formado pelas equações 
que definem f e g: 


y= FU) Sistema para encontrar 
pa g(x) os limites de integração! 


Exemplo: Calcule a área entre as curvas y = x? e y = x + 2. 


Solução: Neste caso, precisaremos encontrar primeiramente os limites de 


integração através da resolução do seguinte sistema: 
x = —1 


y =x? 2 2 = 
l a 2 = xº=x+2 => xº-x-2=0 => ou 
y=x+ z=? 


Portanto, a = —1 eb = 2. 


Área entre curvas 
Continuação... 


2 
= Í [(x + 2) — x?]dx 
q 
2 
= | (—x? + x + 2)dx 
=] 


x? x’ i 
=|- +5 +2 
| q o T | 


Hebe 
SS ES 


20,7 27 
Er a p m 


SA -i 


y=x+2 Função de cima 
y =x? Função de baixo 


Limites de integração: a =-1 b=2 


Exercicios Propostos 


Exercícios 


1) Calcule a área entre as curvas dadas: 
y2 
(a) y= 7 e y=2yx 


Exercícios 


1) Calcule a área entre as curvas dadas: 


(by=e*-1l e y=-x ex=1 


Exercícios 


1) Calcule a área entre as curvas dadas: 


()y=x e y=x-2 


ap 


Exercícios Cd) 


1) Calcule a área entre as curvas dadas: 


(d) y?=—x+2 e 4y? =x +3 


Exercícios 


1) Calcule a área entre as curvas dadas: 


((e) y = 3x — x?, eixo x, x=-1ex=2 


Respostas F 


Exercício 1: 
4 x? 
a) A= | (243 - E) ax =- ua 


b) a= f ter-1-) Ix=e-sua 
0 


c) Podemos calcular a área de duas maneiras: 


1) Integrando na variável x 2) Integrando na variável y 


2 
A= | INE-(Dlax+ | IVE- @ -Ddr = 2wa A= | [0+2-y*14y = > 1.0 


1 20 
d) A =j [E y? + 2) — (4y? = 3)ldy = 7 u.a. 
-1 


0 2 
eja=-] Gx- x?)dx + | Gx- xdr 4 u.a. 
=1 0 


Comprimento de arco F, 


Definição: Se f” for contínua em [a,b], então o comprimento da curva 
y=f(x)a<x<b,é: 


b 
E = V1 +[f'(x)]? dx 


Observação: Em resumo, para calcular 
o comprimento de arco de uma curva, 
você deverá seguir os passos abaixo: 


12 passo: derivar a função 
2º passo: calcular 1 + (f)? 


32 passo: calcular a 
integral 


b 
L=] 1+ [f'(x)]? dx 


Comprimento de arco $, 


Exemplo: Encontre o comprimento da seguinte curva. 
1 
y =3V (044 2) 0O<Sx<4 


Solução: 


1 
passo: y = EN We core vo 


2 
= xf + 2x? +1 = (x? +17. 
o 
Re ¡12 | (x2 + 1)? dx = | (x? + Ddx = o + x! 
0 0 3 0 


4)? 64+12 76 


o se 


Exercicios Propostos 


Exercícios 


1) Encontre os comprimentos das seguintes curvas: 


— e 1 1 
aye tam 551451 
l T 3T 
(b) y = ln(sin x), ZZ 
4" 4 


1 
(c) y = a (e? +e"*), [0,2] 


(d) y=x"/3, [1,8] 


ora 


Respostas $ , 


A 
Exercício 1: 
31 
a Resp.: — 
) esp 48 
V2 + £) 

Resp.: In 

b) r EE =i 


ii 1 
a PA 
c) resp.:z(e =) 


8010 — 1313 
d) pq PR EE 
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Volumes A, 


Definição: Seja S um sólido que está entre x = a e x = b. Se a área da secção 
transversal de S no plano B,, passando por x e perpendicular ao eixo x, é A(x), 
onde A é uma funcáo contínua, entáo o volume de S é 


n 
b 
V = lim X AGDA = | AGodx 
i=1 a 


Método dos discos 


Método dos discos (68 


Exemplo: Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região limitada 
por y = V3 — x e x = —1, ao redor do eixo x. 
Solução: 


3 
v=| r[V3=2] dx = 
-1 
213 


3 x | iisi ys 
= n Í (3 — x)dx =r [sx => aiii = 
| 2 | ; 


=l 


-n(39-S)- een- F) 24 [12 3: 
ee 
CB 


---- Mimas A ------+4------Ł------k------i 


Sólido 
gerado 


Método do anel circular ou das arruelas 


Exemplo: Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região limitada 
pelas curvas y = 2x e 4y = x? em torno do eixo x. 


4 y4 E E 
E aeri ko > 165 |, 
E pe 14º m 64 
A ESTO z| pa 
160 — 64 96 
= q || = — n u.v 
PE 

Sólido 


gerado 


en 


Método das cascas cilíndricas 5, 


Definição: Método das cascas cilíndricas 
Quando o eixo de revolução é o eixo y se integra em x 


b 
v=| ¿NAAA 


a 


Quando o eixo de revolucáo é o eixo x se integra em y 


b 
V = | 2nyf(y)dy 


a 


y y 
y = fz) e | de y = fix) 

| 

| 


ga 


Método das cascas cilíndricas 5, 


poio em 


Exemplo: Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região limitada 
porx = y? — 2, x = 6 — y? em torno do eixo x. 


Solução: 


2 
= 2r | yi8- 2y?]dy 
0 


2 
= 2r | (8y — 2y*)dy 
0 


Sólido gerado 


; 8y? 2y*1 
= 2m | — —— 

2 4 A 

PAPA 

Pás hor -5 


= 2n[16- 8] = 167 uv. 


Exercicios Propostos 


Exercícios g i 


% Apoio m 


1) Encontre o volume do sólido obtido pela rotação da região limitada pelas 
curvas em torno dos eixos dados. 

(a)y =e*, y = 0,x = 0,x = ln 3, ao redor do eixo x 

b) y = Vx +2, y = 2vx— 1, y = 0, em torno do eixo x 


c) y = 2x — 1, y = —2x + 3, x = 2, em torno do eixo y. 


d) y = 3x — x?, eixo x, x = 1 em torno do eixo y. 


Respostas $ 


Exercício 1: 
(a) y =e*, y =0,x =0,x = ln3, ao redor do eixo x 
Método dos discos 


In 3 In 3 
pos | r[e*]?dx = n | e dx = 4r u.v 
0 0 


Sólido gerado 


Respostas 


Exercício 1: 


b)y =Vx +2, y =2vx-—1, y = 0, em torno do eixo x 


Método dos discos 


y 
vaf ara ar+ Í A apa je ir TP 
-2 1 o T q 
9m 3m e a 
= — + — = 6n u.v. i ) i 1 i i 


2 2 


Método das cascas cilíndricas | | Ê f | 

à. Tip? mn" º MM e 
v=| amy (Z +1) - 0?) ay = ru 
0 i i 


Sólido gerado 


«ca 


Respostas 


Exercício 1: 
c)y=2x-—1, y = —2x + 3, x = 2, em torno do eixo y. 


Método das arruelas y=2x-1 


1 
y = f ro- Me+f "or - ES 
107 107 _ 20r 
E a 


Método das cascas cilíndricas 


dy 


mes | emos — 1) — (-2x + 3)]dx = a v. 


90 


Sólido ge"-7= 


Respostas 


Exercício 1: 


3 


d) y = 3x — x?, eixo x, x = 1 em torno do eixo y. 


Método das cascas cilíndricas 
87 
y= | 21x(3x — x3)dx = E uv. 
0 


Sólido gerado 
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Integrais por substituição trigonométrica w, 


% Apoio em M” 


As substituições trigonométricas podem servir para transformar integrais 
que envolvam 


y a? + x? al — x? x? — a? 


em integrais que podem ser calculadas diretamente. 


As substituições mais comuns são: 


x=atg6 esa seno x = q seco 


Podemos visualizar geometricamente como podem ser feitas essas 
substituições básicas, a partir de triângulos retângulos. Vejamos os casos a 
seguir. 


Integrais por substituição trigonométrica $ Y 
Caso1l. Va? -— x? 


xX 
P” 
a2 — x? 
Para as variáveis apresentadas, Para x = a sen 0, temos: 
sabemos que 
q a? — x? = a? — a? sen? 0 
9 X 
sen ĝ =-— E. 2 
a = a*(1-— sen” 0) 


logo, 
= a cos? 0 


Então, va? — x? = a |cos 01. 


= sent 


Integrais por substituição trigonométrica F 


Caso2. Va? + x? 


Para as variáveis 
sabemos que 
X 
tg O = E 
logo, 
x=atgóo 


apresentadas, 


Para x = a tg 0, temos: 


a? +x? = a? +a’tg? 0 


a? (1 + tg? 0) 


= a? sec? 0 


Então, va? + x? = a |sec 8|. 


sra 


E 
A) 


%a 


sra 


Integrais por substituição trigonométrica $ y 


Caso 3. vx? —a? 


X 
x? —a? 
Z \ 
a 

Para as variáveis apresentadas, Para x = a sec 0, temos: 
sabemos que 

= x? — q? = a? sec? 0 — a? 

sech) =— 

a = qº(sec?0-1) 

logo, = a tg 0 


E Sec 0 Então, Vx? — a? = a Itg 6]. 


Substituição trigonométrica 


f dx 
x2v4 — x? 


Solução: para eliminar o radical, fazemos a 
substituição 


Exemplo 1: Calcule 


Í xX z j 2 cos O dE 
x2y4— x? (2 sen 0)?V4— 4 sen? 0 


2 cos 6 do -zf d8 


~ J (2 sen0)?(2cos0) 4) seno 


l 1 
— 7) cossec20 dO = = cotg BFC 


x= seno 


dx = 2 cos 0 do 


Devemos expressar cotg O em termos de x. Para isso substituímos x = 2 sen O 


como sen O = */» 


Substituição trigonométrica MD, 


Representando esses valores geometricamente 


x = 2 sent 


obtemos; 


4— x? 


cotg O = 


e, fazendo as devidas substituições 


[+ ERRO or DS base 
x2V4- 22 OS 4 x 


o o a) o y o Ny 
Substituição trigonométrica NJ 
Exemplo 2: Encontre a área da elipse 

x? 2 
+ =1 
a? b? 
Solução: a elipse é simétrica em Assim, a área é dada por: 
torno dos eixos, logo sua área é 4 ap 
vezes a área do primeiro quadrante. A= af —=.lal — x? dx 
y o 4 


b 


4b f° 
== | y a? — x? dx 
a Jo 


Fazendo a substituicáo 


a 
Resolvendo a equação da elipse em 


termos de x: dx = a cos60 de 
b 
y= t la? = x2 


Substituição trigonométrica g, 


Convertendo os limites de integração em x para os limites de integração em 0: 
x=0 CD) 0O=arcsen(0)=0 
TT 
tj QuE 9 =arcsen(1) => 


Obtemos: 


TU 
Ab nF 4b [2 
A=5[ y a? — x? dx ==] acos -acos d8 
alo a Jo 
T 
2 
= 4ab | cos?0 d0 
0 


TU 
21l 
= tab | z0 + cos20) d0 
J TT 
1 2 
= 20D [o += sen20| 
2 0 


= OD [> - 0] = tab 


Substituição trigonométrica 


Vx? — 25 
Exemplo 3: Calcule | ax, supondo que x > 5. 
X 


Solução: fazendo a substituição 


x = 5sec0, 0<0<> dx = 5sec0 tg0 d0 


Assim, 


FUE -f 25 sec?0 — 25 T. 
[EE E seco 90) 


— (oltgol 
~ J 5sec0 


a dg 


=5 | (sec?o—1) do=5tg0-50+C 


Xx 


(5 sec0 tg0) do 


ó AM 


Substituição trigonométrica w, 


Apoio em Y” 


Para expressar a solução em termos de x, vamos representar geometricamente 
5 
DAN 


O que nos dá 


Disso, obtemos: 


2-25 
[Ea =4 x2 —25 — Sarcsec(=) +c 


5 


Ma 


% 


Integrais envolvendo ax? + bx + c 


poio em Y? 


Integrais envolvendo polinômios também podem ser calculadas a partir 
deste método, primeiro completando os quadrados e, depois, fazendo uma 
substituição apropriada. Veja o exemplo: 


Exemplo 4 : Calcule 


X 
laa 
Solução: completando os quadrados, temos 
x —4x+8 =(x%-4x+8)+4-4 
=(x-2)2+4 


A substituição u = x — 2, du = dx, fornece 


Í X =| xX d -| Ut Z a 
x2-4x4+8 )(x-2)+4 =j] 


Integrais envolvendo ax? + bx + c F, 


=f u du +? f du =5| Zu du+2 | du 
“Jura 2 +4 2)u+ 4% ut + 4 


E (u? +49)+2 z E Sarto 
= nu > arc tg » 


1 Ze 
= ¿ml 2)* + 4] + arc tg ES C 


sra 


O Vd 


Tabela Resumo W, 


Em resumo, as três substituições básicas estão apresentadas na tabela 
abaixo, bem como os valores de O que satisfazem a reversibilidade das funções. 


EXPRESSÃO NO n x 
INTEGRANDO SUBSTITUIÇAO SIMPLIFICAÇAO 
dá di - y2 Z ane? 
a? — x? x=asen6 -3S0 S3 af — x^ = af cos“ O 
T T 
Jal y? x=atg0 =23<0<> a? +x? = al sec? 0 


TC 
0<0<>5 (se x > a) 


x? — q? x=asecO tr a nto) 
z <8 <T (sex<-a) 


Exercicios Propostos 


Exercícios 7 


1) Calcule as seguintes integrais fazendo as devidas substituições 


o 


œ% | 1 —4x? dx 


of o 
O fit 


O E eram 


ora 


Respostas E, 
E) 
Exercício 1: 


1 - 
(a) infla +vyzi+9)+C0 


(b) F [arc sen (2x) + 2x1 — 4x2] +C 


NE 


(c) 


(d) 


(e) + i 
E pd 7 ) 


ola 


FE 
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